SERIA 7

Twierdzenie (Twierdzenie Diniego).

(1) Zalézmy, ze n € N, K C R jest zbiorem zwartym oraz funkcje f, f,: K — R sa
ciagte. Zatézmy ponadto, ze f, — f punktowo na K oraz

f1<f2<<fn< na K.
Woéwcezas f, = f na K.
(2) Zalézmy, ze f,,: [a,b] — R sa niemalejace i ciag (f,) jest punktowo zbiezny na [a, b]
do funkgji ciaglej f. Wowcezas f, = f na [a, b].
Definicja. Méwimy, ze szereg funkcji 332, fir(x) jest zbiezny punktowo (jednostajnie) do

f(z) na zbiorze X wtedy i tylko wtedy gdy ciagg sum czeSciowych S, = >23_;. fe(w) jest
zbiezny punktowo (jednostajnie) do f na X.

Twierdzenie (Kryterium Weierstrafia). Niech f,: X — Rdlan =1,2,.... Jesli | f,.(z)| <
a, dla n € N oraz szereg liczbowy >°0° | a,, jest zbiezny wowczas > 02 | fn(x) 1 300, | fu(2)]
sg zbiezne jednostajnie na X.

Zadanie 1. Wykazaé, ze w Twierdzeniu Diniego zatozenia: ciagtosé (f,,), ciagtosé f, punk-
towa monotnoniczno$¢ (f,,) oraz zwartos¢ K sa zatozeniami istotnymi.

Zadanie 2.

(1) Zalézmy, ze {f,} jest ciagiem jednostajnie zbieznym na X do funkcji f. Zatézmy
ponadto, ze y jest punktem skupienia zbioru X i istnieje granica lim,_,, f,(x) dla
wszystkich n wiekszych od pewnego nyg. Wtedy

lim lim f,(z) = lim f(x).

n—oo r—Ig T—X0
(2) Udowodni¢ takze, ze jesli {f,} jest ciagiem funkcji jednostajnie zbieznym do f na
przedziale (a,00) i istnieje granica lim, . fn(x) dla wszystkich n wiekszych od
pewnego nyg, to
lim lim f,(z) = lim f(z).

(3) Zalézmy, ze f, € C(X), n € N oraz szereg funkcyjny >°°; f,(x) jest jednostajnie
zbiezny na X. Wykazaé, ze jedli zp € X jest punktem skupienia zbioru X, to

oo o0
Jim > fu(@) =D falwo).
n=1 n=1
(Rownosci powyzsze rozumiemy w ten sposéb, ze jesli istnieje granica po jednej stronie
réwnosci, to istnieje tez granica po drugiej stronie réwnosci i sa one réwne.)
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In(14+nx)

nx™

Zadanie 3. Pokazacl, ze szereg » >,
la,00) dla a > 1.

jest zbiezny jednostajnie na kazdym przedziale

Zadanie 4. Zbada¢ czy szereg > >, x™(1 —z) jest zbiezny jednostajnie na przedziale [0, 1].

Zadanie 5. Zbadac zbieznos¢ jednostajng 3 7%, 15> na zbiorze R.

Zadanie 6. Wyznaczy¢ sume szeregu funkcyjnego > 77 ; ﬁ
jednostajnie na zbiorze R.

Zadanie 7. Niech f,: [1,00) — R,

i zbadaé czy jest on zbiezny

_J 1 dlazenn+l)
ful@) = { 0 dla pozostatych z,

Wykazaé, ze szereg funkcyjny >0°, fn(x) jest zbiezny jednostajnie na przedziale [1,00)
mimo, ze nie ma tutaj zastosowania kryterium Weierstrafla.

n=12...

Zadanie 8. Wykazaé, ze

(a) lim, ;- 3200, CUm — 102,

(b) lim, o+ 302 5 = 1,
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